
Çàäà÷è íà ìîùíîñòü ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 0

Îïðåäåëåíèå: Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (áèåêöèÿ) - ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì

êàæäîìó ýëåìåíòó îäíîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò äðóãîãî

ìíîæåñòâà, è îáðàòíî.

Îïðåäåëåíèå: Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè âîçìîæíî

óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Îòíîñèòåëüíî äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ

ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. Îáîçíà÷åíèå: A ∼ B.

Çàìå÷àíèå: Íà âîïðîñ, ÷òî òàêîå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ìîæíî îòâåòèòü òàê: ìîùíîñòü -

ýòî òî, ÷òî åñòü îáùåãî ó âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâ (îïðåäåëåíèå ÷åðåç

àáñòðàêöèþ). Îáîçíà÷åíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A: A,
∣∣A∣∣.

Îïðåäåëåíèå: Âñÿêîå ìíîæåñòâî A, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, íà-

çûâàåòñÿ èñ÷èñëèìûì, èëè ñ÷¼òíûì. Îáîçíà÷åíèå ℵ0.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè ìíîæåñòâà A è B íå ýêâèâàëåíòíû, íî

∃B1 ⊂ B, ÷òî B1 ∼ A è @A1 ⊂ A, ÷òî A1 ∼ B,

òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî A < B.

0.1. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ìîæíî âûäåëèòü ñ÷¼òíîå ïîä-

ìíîæåñòâî D.

0.2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ñ÷¼òíî.

0.3. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñ÷¼ò-

íûõ ìíîæåñòâ åñòü ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî.

0.4. Ïóñòü E - áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, D ⊂ E, D−íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî è

ìíîæåñòâî E \D - áåñêîíå÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà E \D è E ðàâíîìîùíû.

0.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ê ïðîèçâîëüíîìó áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó A ïðèáàâèòü êîíå÷-

íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî B íîâûõ ýëåìåíòîâ, òî ýòî íå èçìåíèò åãî ìîùíîñòè, òî åñòü

âûïîëíåíî
(
A ∪B

)
∼ A.

0.6. Ïóñòü A - ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ìíîæå-

ñòâà B (òàêîãî, ÷òî B ⊂ A, è A \B− áåñêîíå÷íî), ìîùíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ìîùíîñòè A.
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0.7. (òåîðåìà Êàíòîðà îá àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ)

×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ

âèäà: bnxn + bn−1x
n−1 + . . . + b1x + b0 = 0, ãäå bj ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ÷¼òíî.

Çàìå÷àíèå: Òàê êàê ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íåñ÷¼òíî, òî ñóùåñòâóþò

òðàíñöåíäåíòíûå (íå àëãåáðàè÷åñêèå) ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâ¼ì âñÿêîå ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ìíîæåñòâó òî÷åê îòðåçêà [0; 1],

ìíîæåñòâîì ìîùíîñòè êîíòèíóóì. Îáîçíà÷åíèå c.

0.8. Äîêàæèòå, ïîñòðîèâ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ÷òî

- ìíîæåñòâà [0; 1), (0; 1] è (0; 1) èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

- ìíîæåñòâà R, (0; +∞), [0; +∞), (−∞; 0] è (−∞; 0) èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

0.9. Óñòàíîâèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëóñåãìåíòà (0; 1] è åäèíè÷íîãî êâàäðàòà (0; 1]×(0; 1].

0.10. Óñòàíîâèòå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë è ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

0.11. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå:

- ñ÷¼òíîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè êîíòèíóóìà èìååò ìîùíîñòü

êîíòèíóóìà.

- êîíòèíóóìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè êîíòèíóóìà èìååò ìîùíîñòü êîí-

òèíóóìà.

0.12. (òåîðåìà Êàíòîðà) Ïóñòü X− ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à 2X− ìíîæåñòâî âñåõ åãî

ïîäìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ ∅ è X. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà X è 2X íå ðàâíîìîùíû.

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâ¼ì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñåãìåíòà [0; 1] ìîùíîñòüþ

ãèïåðêîíòèíóóìà.

0.13. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå

[0; 1] èìååò ìîùíîñòü ãèïåðêîíòèíóóìà.

0.14. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò ìîùíîñòü

êîíòèíóóì.
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Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 1

Óòâåðæäåíèå (Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè):

Ïóñòü M ⊂ N - òàêîå ìíîæåñòâî, ÷òî:

1) 1 ∈M (áàçà èíäóêöèè);

2) ∀n ∈ N èç òîãî, ÷òî n ∈M ñëåäóåò, ÷òî (n+ 1) ∈M (èíäóêöèîííûé ïåðåõîä);

Òîãäà M = N.

1.1. (2) • Äîêàæèòå, ÷òî

12 + 22 + . . .+ n2 =
n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Êàê íàéòè ñóììó êâàäðàòîâ, åñëè îòâåò íåèçâåñòåí?

1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êóáîâ 13 + 23 + . . .+ n3 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Íàïðèìåð, 1 = 12, 1 + 8 = 9 = 32, 1 + 8 + 27 = 36 = 62 è ò.ä.

1.3. (áèíîì Íüþòîíà)

(à) • Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ∀n ∈ N; a, b ∈ R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
n a

k bn−k,

ãäå Ck
n =

n!

k!(n− k)!
- áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò.

Çàìå÷àíèå: Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

Â ýòîì òðåóãîëüíèêå íà âåðøèíå è ïî áîêàì ñòîÿò åäèíèöû. Êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå

äâóõ, ðàñïîëîæåííûõ íàä íèì ÷èñåë. Ïðîäîëæàòü òðåóãîëüíèê ìîæíî áåñêîíå÷íî.

(á) ? Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå áèíîì Íüþòîíà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n.

1.4. (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè)

Ïóñòü xi · xj > 0, xi > −1, äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n . Äîêàæèòå, ÷òî

(1 + x1) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn) > 1 + x1 + . . .+ xn.
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1.5. • Ïóñòü x1, . . . , xn - ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x1 · x2 · . . . · xn = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî x1 + x2 + . . .+ xn > n.

1.6. Ïóñòü n ∈ N è n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî

à)
1

n!
6

1

2n−1
, á) • 2 <

(
1 +

1

n

)n
< 3 (íåðàâåíñòâî ÷èñëà e).

1.7. • Äîêàæèòå, ÷òî
(n

3

)n
< n! äëÿ ∀n ∈ N.

1.8. (à) • Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî

1 +
1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n
< 2, äëÿ ∀n ∈ N.

(á) Äîêàæèòå äàííîå íåðàâåíñòâî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

(â) Óñèëüòå íåðàâåíñòâî èç ïóíêòà (à), äîêàçàâ ðàâåíñòâî

1 +
1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n
= 2− 1

2n
.

1.9. • Äîêàæèòå, ÷òî 1 +
1

4
+

1

9
+ . . .+

1

n2
< 2 äëÿ ∀n ∈ N.

1.10. (íåðàâåíñòâà ìåæäó "îáûêíîâåííûìè ñðåäíèìè")

Ïóñòü ai ∈ R, ai > 0, ∀i = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì

An =
a1 + a2 + . . .+ an

n
, Gn = n

√
a1 · a2 · . . . · an, Γn =

n
1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

.

Äîêàæèòå, ÷òî An > Gn > Γn äëÿ ∀n ∈ N, n > 2.

Çàìå÷àíèå: Âûðàæåíèÿ An íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì, Gn - ñðåäíèì ãåî-

ìåòðè÷åñêèì, Γn - ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì ÷èñåë a1, a2, . . . , an.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî â äàííûõ íåðàâåíñòâàõ âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî: a1 = a2 = . . . = an.

1.11. (8) Ïóñòü n ∈ N, n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî n! <

(
n+ 1

2

)n
.

1.12. (7) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x > −1, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1 + x)n > 1 + nx, (n ∈ N, n > 1)

ïðè÷¼ì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî ëèøü ïðè x = 0.
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1.13. (9) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

(à) 2! · 4! · . . . · (2n)! > [(n+ 1)!]n ïðè n ∈ N, n > 1

(á)
1

2
· 3

4
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

ïðè n ∈ N.

1.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ (0; 2π) è n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

1

2
+ cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx =

sin

(
n+

1

2

)
x

2 sin
x

2

.

1.15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:√√√√
n+

√
n− 1 +

√
n− 2 + . . .+

√
2 +
√

1 <
√
n+ 1.

1.16. Ïóñòü k, n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
n 6

(e · n
k

)k
, ãäå e− îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî

ëîãàðèôìà.

1.17. (âèäîèçìåí¼ííûé òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ)

Íà ëèñòêå áóìàãè âûïèñàíû ÷èñëà 1, 1. Âïèñàâ ìåæäó íèìè èõ ñóììó, ïîëó÷èì ÷èñ-

ëà 1, 2, 1. Ïîâòîðèâ îïåðàöèþ åùå ðàç, ïîëó÷èì 1, 3, 2, 3, 1. Ïîñëå òð¼õ îïåðàöèé:

1, 4, 3, 5, 2, 5, 3, 4, 1. Êàêîâà áóäåò ñóììà âñåõ ÷èñåë ïîñëå 55 îïåðàöèé?

1.18. Èç ÷èñåë îò 1 äî 2n ïðîèçâîëüíî âûáðàíî n+ 1 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

âûáðàííûõ ÷èñåë âñåãäà íàéäóòñÿ äâà, îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.

1.19. Ïóñòü p > 1− ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ a1, . . . , an ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ap1 + ap2 + · · ·+ apn 6 (a1 + a2 + · · ·+ an)p.

1.20. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî êàæäîå èç

÷èñåë n, n+ 1, n+ 2 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ êâàäðàòîâ. Íàïðèìåð:

0 = 02 + 02, 1 = 02 + 12, 2 = 12 + 12.

1.21. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

m∑
i1=1

i1∑
i2=1

· · ·
ik−1∑
ik=1

ik = Ck+1
m+k.
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1.22. Äîêàæèòå, ÷òî n ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, ðàçáèâàþò ýòó

ïëîñêîñòü íà îáëàñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàêðàøåíû êðàñíîé è ñèíåé êðàñêàìè òàê, ÷òî âñå

ñìåæíûå îáëàñòè (ò.å. îáëàñòè, èìåþùèå îáùèé îòðåçîê ïðÿìîé) áóäóò çàêðàøåíû ðàçíûìè

êðàñêàìè.

1.23. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ÷èñåë α1, . . . αn ðàâíû +1, îñòàëüíûå ðàâíû −1.

Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

2 sin

((
α1 +

α1 α2

2
+ . . . +

α1 α2 . . . αn
2n−1

) π
4

)
= α1

√
2 + α2

√
2 + α3

√
2 + . . .+ αn

√
2.

1.24. ? (òåîðåìà Øïåðíåðà)

Ïóñòü A - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì íàáîð ïîäìíî-

æåñòâA1, . . .Ak èçA òàêîé, ÷òî íè îäíî èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðóãîãî. Äîêàæèòå

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: k 6 C
[n/2]
n .

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n, åñëè: 1) îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ

n = 1 è 2) èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ êàêîãî-ëèáî ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî

n = k ñëåäóåò åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = k + 1.

I Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî íå äëÿ âñÿ-

êîãî íàòóðàëüíîãî n. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå m, ÷òî:

1. óòâåðæäåíèå äëÿ n=m íåñïðàâåäëèâî,

2. äëÿ âñÿêîãî n, ìåíüøåãî m, óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî (èíûìè ñëîâàìè, m åñòü ïåðâîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå íåñïðàâåäëèâî).

Î÷åâèäíî, ÷òî m > 1, òàê êàê äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî (óñëîâèå 1). Ñëåäîâà-

òåëüíî, m - 1 �íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âûõîäèò, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m - 1 óòâåðæäåíèå

ñïðàâåäëèâî, à äëÿ ñëåäóþùåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îíî íåñïðàâåäëèâî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ 2). �

Êîíå÷íî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìû ïîëüçîâàëèñü òåì,

÷òî â ëþáîé ñîâîêóïíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî. Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî âûâåñòè êàê ñëåäñòâèå èç ïðèíöèïà ìàòåìà-

òè÷åñêîé èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, îáà ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ðàâíîñèëüíû. Ëþáîå èç íèõ

ìîæíî ïðèíÿòü çà îäíó èç àêñèîì, îïðåäåëÿþùèõ íàòóðàëüíûé ðÿä, � òîãäà äðóãîå áóäåò

òåîðåìîé. Îáû÷íî çà àêñèîìó ïðèíèìàþò ñàì ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè,íàçûâàÿ

åãî àêñèîìîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî X - îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó), åñëè

∃C ∈ R : ∀x ∈ X ⇒ x 6 C
(
x > C

)
,

ãäå Ñ - âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî X - îãðàíè÷åíî, åñëè ∃C : ∀x ∈ X ⇒ |x| 6 C.

Óòâåðæäåíèå:ÌíîæåñòâîX - îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàX îãðàíè÷åíî ñâåðõó

è ñíèçó.

Îïðåäåëåíèå: M∗ = supX - òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X, åñëè:

1) ∀x ∈ X =⇒ x 6M∗;

2) ∀ε > 0 ∃x′ ∈ X : x′ > M∗ − ε.

Òàêèì îáðàçîì, supX åñòü íàèìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå: M∗ = inf X - òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X, åñëè:

1) ∀x ∈ X =⇒ x >M∗;

2) ∀ε > 0 ∃x′′ ∈ X : x′′ < M∗ + ε.

Òàêèì îáðàçîì, infX åñòü íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíåé ýòîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà: Åñëè ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò è îãðàíè÷åíî

ñâåðõó (ñíèçó), òî ó ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè ∃ x∗ ∈ X : ∀x ∈ X âûïîëíåíî x 6 x∗, òî x∗ íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì

ýëåìåíòîì ìíîæåñòâàX. Îáîçíà÷åíèå: x∗ = maxX.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè ∃ x∗ ∈ X : ∀x ∈ X âûïîëíåíî x > x∗, òî x∗ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì

ýëåìåíòîì ìíîæåñòâàX. Îáîçíà÷åíèå: x∗ = minX.

Çàìå÷àíèå: (îòëè÷èå sup è inf îò max è min):

Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíü X ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, íî íå ïðèíàäëåæàòü äàííîìó

ìíîæåñòâó. Òîãäà êàê maxX è minX, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íàïðîòèâ, âñåãäà ïðèíàäëå-

æàò ìíîæåñòâó X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ∃maxX, òî supX = maxX (åñëè ∃minX, òî

infX = minX).

Óòâåðæäåíèå (Ïðèíöèï Äèðèõëå): Åñëè êðîëèêè ðàññàæåíû â êëåòêè, ïðè÷¼ì ÷èñëî êðî-

ëèêîâ áîëüøå ÷èñëà êëåòîê, òî õîòÿ áû â îäíîé èç êëåòîê íàõîäèòñÿ áîëåå îäíîãî êðîëèêà.
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2.1. (17)

(à) • Ïóñòü X =
{
r ∈ Q

∣∣ r2 < 2
}
. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè äàííîãî

ìíîæåñòâà.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë X =
{
x ∈ R

∣∣ x >
1

7

}
íå èìååò

íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà. Óêàæèòå òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà.

(â) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë B =
{
x ∈ Q

∣∣ x2 < 3
}
íå èìååò

íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

2.2. Ïóñòü X ⊂ Y. Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) • supX 6 supY (á) inf X > inf Y

2.3. Ïóñòü A = X ∪Y, B = X ∩Y. Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) • supA = max
{

supX ; supY
}
; (á) supB 6 min

{
supX ; supY

}
;

(â) inf A = min
{

inf X ; inf Y
}
; (ã) inf B > max

{
inf X ; inf Y

}
.

2.4. ÏóñòüX - îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî; -X - ìíîæåñòâî ÷èñåë, ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñëàì

x ∈ X.

(à) • Âûðàçèòå inf(-X) ÷åðåç supX; (á) Âûðàçèòå sup(-X) ÷åðåç inf X

2.5. (19) Ïóñòü (X + Y) - ìíîæåñòâî âñåõ ñóìì x + y, ãäå x ∈ X, y ∈ Y. Äîêàæèòå

ðàâåíñòâà:

(à) • inf(X+Y) = inf X+ inf Y; (á) sup(X+Y) = supX+ supY.

2.6. (20) Ïóñòü (X ·Y) - ìíîæåñòâî âñåõ ïðîèçâåäåíèé x · y, ãäå x ∈ X, y ∈ Y, ïðè÷åì
x > 0, y > 0. Äîêàæèòå ðàâåíñòâà:

(à) • inf(X ·Y) = inf X · inf Y; (á) sup(X ·Y) = supX · supY.

2.7. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (ò.å.

÷èñëîâîé ïðÿìîé, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ±∞) ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.
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2.8. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à) • òåîðåìà Àðõèìåäà:

Êàêîâî áû íè áûëî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

n > a , ò.å. ∀a ∈ R, ∃n ∈ N : n > a.

(á) ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Àðõèìåäà:

Êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëà a è b, 0 < a < b, ñóùåñòâó-

åò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî (k − 1)a 6 b < ka.

(â) Ïóñòü a è b (a < b) - ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî c, çàêëþ÷åííîå ìåæäó ÷èñëàìè a è b.

2.9. (16) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî
{m
n

}
âñåõ ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

m

n
,

ãäå m,n ∈ N è m < n, íå èìååò íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ. Íàéäèòå òî÷íûå

íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Îïðåäåëåíèå: Ñèñòåìà ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ

[a1, b1], [a2, b2], . . . , [an, bn], . . . , an ∈ R, bn ∈ R, n = 1, 2, . . .

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé âëîæåííûõ îòðåçêîâ, åñëè

a1 6 a2 6 . . . 6 an 6 . . . 6 bn 6 . . . 6 b2 6 b1,

ò.å. êàæäûé ñëåäóþùèé îòðåçîê [an+1, bn+1] ñîäåðæèòñÿ â ïðåäûäóùåì [an, bn]:

[a1; b1] ⊃ [a2; b2] ⊃ . . . ⊃ [an; bn] ⊃ . . . .

2.10. (íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â ñìûñëå Êàíòîðà)

(à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî

÷èñëî, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì äàííîé ñèñòåìû.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [0; 1] èìååò èìååò ìîùíîñòü áîëüøóþ, ÷åì áåñêîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî N, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå.

2.11. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ äðóãèõ òèïîâ, íåæåëè îòðåçêè, ïðåäû-

äóùåå óòâåðæäåíèå ìîæåò óæå íå èìåòü ìåñòà. Òî åñòü, íàéä¼òñÿ ñèñòåìà, íàïðèìåð, âëî-

æåííûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðàÿ èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è òàêèå ñèñòåìû âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå

èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà îòðåçêîâ

[an, bn], an ∈ R, bn ∈ R, n = 1, 2, . . . .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëèíà bn − an îòðåçêîâ ýòîé ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè

äëÿ ∀ε > 0 ∃N(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ∀n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî bn − an < ε.

2.12. (Ëåììà Êàíòîðà)

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñóììû [an, bn], n = 1, 2, . . . âëîæåííûõ îòðåçêîâ ñ äëèíàìè,

ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ξ, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì

äàííîé ñèñòåìû, ïðè÷¼ì ξ = sup{an} = inf{bn}.

2.13. Äîêàæèòå, ÷òî èç âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ, îáúåäèíåíèå êî-

òîðûõ ïîêðûâàåò îòðåçîê [a; b] (ò.å. ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî îòðåçêà ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì

èç èíòåðâàëîâ äàííîãî îáúåäèíåíèÿ), ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ òàêæå ïîêðûâàåò [a; b].

2.14. ? (Òåîðåìà Õåëëè)

Ïóñòü [an; bn], n ∈ N− ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ íà R òàêèõ, ÷òî êàæäûå äâà èç

íèõ èìåþò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ êàæäîìó èç îòðåçêîâ.

2.15. ? Ïóñòü α - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a < b ìîæíî

âûáðàòü öåëûå ÷èñëà m è n, äëÿ êîòîðûõ a < mα− n < b. Ìîæíî ëè âûáðàòü ÷èñëà m è n

íàòóðàëüíûìè?

2.16. ? Ïóñòü G � îòêðûòîå, íå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå α > 0, ÷òî ìíîæåñòâî G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê âèäà nα,

ãäå n ∈ N?

2.17. ? Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð I èíòåðâàëîâ, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (0; 1), ÷òî êàæ-

äàÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (0; 1) ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåðâàëîâ èç I, à

êàæäàÿ èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà ýòîãî îòðåçêà - áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåðâàëîâ èç I.

Çàìå÷àíèå: Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî íàáîðà èíòåðâàëîâ Ĩ òàêîãî, ÷òî êàæäàÿ ðà-

öèîíàëüíàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (0; 1) ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåðâàëîâ èç Ĩ, à

êàæäàÿ èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà ýòîãî îòðåçêà - êîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåðâàëîâ èç Ĩ, íå ñóùå-

ñòâóåò.

2.18. ? Ïóñòü èç êàæäîé òî÷êè èíòåðâàëà (0; 1) ïðîâåäåí îòðåçîê ïîëîæèòåëüíîé äëèíû.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí âñåõ òàêèõ îòðåçêîâ áåñêîíå÷íà.
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